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STRESZCZENIE: 
Przedstawiono wzory aproksymujące obniżenia powierzchni terenu, które wynikają z powiązania dwóch 
znanych teorii dotyczących prognozowania deformacji terenu i górotworu wskutek eksploatacji górniczej: 
teorii Chudka-Stefańskiego oraz teorii Knothego-Budryka. Proponowane wzory matematyczne opracowano 
w przestrzeniach 2D oraz 3D. Porównano różnice wyników otrzymywanych ze wzorów całkowych tych  
teorii i zaproponowanych tu wzorów aproksymujących. Prezentowane rozwiązania znajdują zastosowanie  
w modelowaniu deformacji powierzchni terenu wskutek podziemnej eksploatacji złóż na potrzeby analiz  
w budownictwie na terenach górniczych bez konieczności stosowania rachunku całkowego. 
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1. Wprowadzenie 

Do prowadzenia analiz deformacji powierzchni terenu i górotworu na potrzeby budownic-
twa na terenach górniczych często stosowane są modele matematyczne znane w literaturze 
przedmiotu jako teorie geometryczno-całkowe [1-8]. Do nich zaliczane są między innymi mode-
le matematyczne znanych teorii – odpowiednio pod nazwami „teorii Knothego-Budryka” oraz 
„teorii Chudka-Stefańskiego”. W teorii Knothego-Budryka występuje jeden parametr związany  
z własnościami ośrodka skalnego, jakim jest górotwór – jest nim kąt zasięgu wpływów głównych, 
którego wartość jest zależna od sztywności górotworu nadległego. Z kolei w teorii Chudka- 
-Stefańskiego występują dwa parametry geomechaniczne, są nimi: średni ciężar objętościowy 
skał w górotworze ( [MPa/m]) oraz średnie dopuszczalne naprężenia skał górotworu na  
rozciąganie (Rr [MPa]). W obu modelach matematycznych jako podstawową funkcję osiadań  
(funkcję obniżeń) powierzchni terenu przyjęto zmodyfikowaną „krzywą rozkładu normalnego 
Gaussa” (znaną powszechnie pod nazwą „krzywej dzwonowej”). Przeprowadzone analizy kore-
lacyjne wyników badań z 16 otworów wiertniczo-badawczych 34 rodzajów skał tego samego 
masywu skalnego umożliwiły utworzenie wzorów empirycznych, które służą do porównywania 
przybliżonych zależności między odpowiadającymi sobie jednostką fizyczną parametrami geo-
mechanicznymi. Uzyskane wzory wykazują przydatność między innymi do porównywania [8]: 
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– doraźnej wytrzymałości na ściskanie (Rc [MPa]) z doraźną wytrzymałością na rozciąganie  
(Rr [MPa]),  

– doraźnej wytrzymałości na jednoosiowe ściskanie (Rc [MPa]) z doraźną wytrzymałością na 
ściskanie w stanie nasączenia wodą (Rcn [MPa]),  

– doraźnej wytrzymałości na ściskanie (Rc [MPa]) z kohezją (c [MPa]), 
– doraźnej wytrzymałości na ściskanie w stanie nasączenia wodą (Rcn [MPa]) z doraźną wy-

trzymałością na rozciąganie (Rr [MPa]), 
– doraźnej wytrzymałości na jednoosiowe ściskanie (Rc [MPa]) z modułem Younga (E [MPa]).  

Przeprowadzone wyniki analiz wykorzystano tu do powiązania wzorów matematycznych 
obu wymienionych teorii. Otrzymane wzory mogą być przydatne w modelowaniu deformacji 
powierzchni terenu z wykorzystaniem danych geomechanicznych skał górotworu w zagadnie-
niach dotyczących problematyki budownictwa na terenach górniczych.  

2. Wzory wykorzystane do aproksymacji 

W teorii Knothego-Budryka przemieszczenia pionowe w przypadku pojedynczego pola eks-
ploatacyjnego, w zadaniu 2D, dla przypadku tzw. nieskończonej półpłaszczyzny określono wzo-
rem (1). Jego rozwinięcie dla przypadku pojedynczego, prostokątnego (tzw. „elementarnego”) 
pola eksploatacyjnego w zadaniu 3D określono wzorem (2) [1, 3-8]. We wzorach tych pominię-
to dla uproszczenia rozważań parametr związany z komprymacją górotworu „ww” , który został 
omówiony szczegółowo w [3] 
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Oznaczenia we wzorach (1) i (2): 
w(x), w(x, y) – odpowiednio wartości osiadań (obniżeń) w punkcie o określonych współrzęd-
nych – zadanie 2D jako przypadek nieskończonej półpłaszczyzny – wzór (1); zadanie 3D dla 
prostokątnego pola eksploatacyjnego o współrzędnych przekątnej prostokąta parceli X1, Y1,  X2, 
Y2 – wzór (2); 
a – współczynnik eksploatacyjny (współczynnik wypełnienia pustki eksploatacyjnej); 
g – grubość wyeksploatowanej warstwy pokładu (tzw. wysokość furty eksploatacyjnej); 

r – promień zasięgu wpływów głównych określany z zależności 
 
H

r
tg β

 , w której kąt  jest 

kątem zasięgu wpływów głównych, natomiast H jest głębokością zalegania eksploatowanego 
pokładu. 

Wartość obniżenia wynikającą ze wzoru (1) można obliczyć także, bez konieczności stosowa- 
nia rachunku całkowego, z rozwinięcia określonego wzorem (3), który jest pierwszym zastosowa- 
nym przybliżeniem aproksymacyjnym wzoru (1) przy przyjętej wartości empirycznej ν = 4.25. 
Na rysunku 1 przedstawiono wykresy uzyskane ze wzorów (1) i (3) 
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Rys. 1. Wykresy funkcji określonych wzorami (1) – oznaczenie linią ciągłą i (3) – linią kropkowaną,  
przy przyjęciu poglądowych wartości zmiennych we wzorach: a = –0.9, ν = 4.25, g = 3 m, r = 300 m;  
wartości ujemne na osi x oznaczają obszar nad calizną, wartości dodatnie na osi x oznaczają obszar  

nad pustką poeksploatacyjną, wartości na osi pionowej są wartościami osiadań [m]; przypadek  
nieskończonej półpłaszczyzny został tu uproszczony, gdyż nie uwzględniono obrzeża  

eksploatacyjnego „d” i wstępnych osiadań „ww”, które to szczegółowo omówiono w [3, 8] 

Wartość wynikającą ze wzoru (2) można obliczyć z rozwinięcia określonego wzorem (4) [7] 
(wprowadzone tu nazwy zmiennych: Y2 , Y1 , X2 , X1 odpowiadają oznaczeniom jak we wzorach 
(2) i (5)) 

    ( , ) erf 2 erf 1
4

π a g N N
w x y y Y y Y

N r r

     
           

     
 

    erf 2 erf 1
N N

x X x X
r r

    
         

    
 (4) 

Wzór (4) jest propozycją przekształcenia wzoru (2) przy wykorzystaniu funkcji błędu ERF:  
we wzorze wprowadzono zmienną N, która przy założeniu, że N =  prowadzi do rozwiązań 
spotykanych w dotychczasowej literaturze, natomiast przy N   może odpowiadać rozwiązaniu 
zadania określonego wzorem (5)  

 

   2 2

2 2
2

1 1

2
( , )

N ξ y η xX Y

r

X Y

a g
w x y e dξdη

r

      


    (5) 

Dla uproszczenia rozważań we wzorach (1) do (5) nie uwzględniono wpływów wstępnej 
komprymacji górotworu wskutek jego odwadniania ww oraz założono, że wartość obrzeża  
eksploatacyjnego wynosi d = 0 – szczegóły związane ze stosowaniem tych parametrów omówiono 
w pracach [3, 8]. 

Podstawiając do wzorów (1) i (2) teorii Knothego-Budryka zależność (6), która wynika  
z teorii Chudka-Stefańskiego, otrzymujemy odpowiednio wzory (7) i (8) [2, 3, 8], natomiast  
z formuły określonej wzorem (5) otrzymano wzór (9) 
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Wyniki z analizy korelacyjnej parametrów geomechanicznych skał prowadzą do otrzyma-
nych zależności (10)-(13) [8] 
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Z rozwiązania układu równań (12) otrzymano funkcję zależności doraźnej wytrzymałości 
na rozciąganie Rr od kohezji c, a we wzorze (13) zależność doraźnej wytrzymałości Rr od Rc . 
Podstawiając (12) do (7) i (9), otrzymano wzory (14) i (15). Następnie podstawiając (13) do (7) 
i (9), otrzymano odpowiednio wzory (16) i (17) 
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Aproksymację wzoru (14) w rozwinięciu do pola o współrzędnych Xp, Xk określono wzorem 
(18), natomiast aproksymację wzoru (15) dla N =  określono wzorem (19) [3]  
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Wzór (15) aproksymowano zależnością określoną wzorem (20), natomiast zwiększając  
dokładność aproksymacji, określono dodatkowo wzorem (21) 
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Wykorzystując (13) i (21) oraz (17), otrzymano zależność (22) 
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We wzorach (6), (23) i (24) przedstawiono zależności promienia zasięgu wpływów głów-
nych wyrażonych funkcjami r(Rr, ), r(c, ) i r(Rc, ). Przyjęto następujące wartości testowe  
parametrów geomechanicznych spełniających relację średniej proporcjonalności wynikającej  
z zależności empirycznych: Rr = 2 MPa, c = 3.33 MPa, Rc = 25 MPa,  = 0.02 MPa/m 
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Na rysunku 2 przedstawiono odpowiednio wykres 3D funkcji i porównanie wartości otrzy-
mywanych ze wzorów zestawionych w zależności (22).  
 

 
Rys. 2. Wykres 3D funkcji obniżeń określonych w zależności (22) – rysunek z lewej, rysunek z prawej  

– wykres 3D bezwzględnej wartości różnic otrzymywanych z zależności określonych wzorem (22),  
z których maksymalne nie przekraczają ±3 ∙ 10–4 m = ±0.3 mm; oznaczenie osi: oś pionowa – wartości  

obniżeń w [m], osie poziome – zakresy współrzędnych umożliwiających wizualizację funkcji w zakresie  
danych przyjętych do obliczeń; w przykładzie przyjęto następujące wartości zmiennych we wzorach:  

a = –0.9,  g = 3 m, H = 900 m, Rc = 25 MPa,  = 0.02 MPa/m, N = , X1 = 0 m, Y1 = 100 m, X2 = 0 m, Y2 = 100 m 
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3. Wnioski 

Uzyskane z aproksymacji wzory matematyczne umożliwiają obliczanie obniżeń powierzchni 
terenu wyrażonych w zacytowanych w niniejszej pracy teoriach bez konieczności stosowania 
rachunku całkowego. Różnice między otrzymywanymi wynikami ze wzorów aproksymacyjnych 
względem wzorów całkowych nie przekraczają wartości kilku dziesiątych milimetra, co może 
być przydatne do obliczania wartości szacunkowych przy analizach w modelowaniu obniżeń 
powierzchni terenu wskutek eksploatacji górniczej złóż pokładowych. Przy opracowaniu pro-
ponowanych rozwiązań dołożono starań, aby możliwe było wykorzystywanie powszechnie do-
stępnych baz danych parametrów geomechanicznych skał górotworu do obliczeń inżynierskich 
w budownictwie na terenach górniczych. 
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On the approximation of land settlement functions due to underground 
mining of deposits with regard to the geomechanical data of the rocky 
massage for the needs of modeling in construction in mining areas  

ABSTRACT: 
Formulas approximating land surface depression resulting from the combination of two geometrical- 
-integral theories: Chudek-Stefański theory and Knothe-Budryk theory are presented. The proposed math-
ematical formulas have been developed in 2D and 3D spaces. The differences of results obtained from inte-
gral formulas and approximating formulas were compared. The presented solutions are used in modeling 
terrain surface deformation as a result of underground mining operations for the needs of analyzes in  
construction in mining areas without the need to use integral calculus.  
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numerical modeling; integral and approximation formulas; Knothe-Budryk theory; Chudek-Stefański theory; 
construction in mining areas 


